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1. Imie i nazwisko:  Sylwia Magdalena Kondej

2. Dyplomy i stopnie naukowe:

e Magister fizyki teoretycznej - lipiec 1996, Wydziat Fizyki i Astronomii Uniwer-
sytetu Wroctawskiego;

— tytul pracy magisterskiej: Zaburzenia operatora Schrodingera na zbiorach
o znikajgcej mierze Lebesqgue;
— promotor pracy magisterskiej: prof. Witold Karwowski.

e Doktor nauk fizycznych - listopad 2001, Wydziat Fizyki i Astronomii Uniwer-
sytetu Wroctawskiego;

— tytul rozprawy doktorskiej: Zaburzenia dynamiki przez obiekty skoncetro-
wane na matych zbiorach;

— promotor rozprawy doktorskiej: prof. Witold Karwowski;

— recenzenci pracy doktorskiej: prof. Jan Janas, dr hab Lech Jakobczyk.

3. Informacje o dotychczasowym zatrudnieniu:

e 1996-2001 - Studia doktoranckie na Wydziale Fizyki i Astronomii Uniwersytetu
Wroctawskiego, zakonczone obrona pracy doktorskie;j.

e 2002 - roczny pobyt podoktorski w Czech Academy of Science, Rez koto Pragi.

e 2005 - (marzec - wrzesiefl) Emmy-Noether junior researcher, Technische Uni-
versitdt Chemnitz, Chemnitz (urlop na Uniwersytecie Zielonogdrskim).

e Od pazdziernika 2003 - adiunkt na Wydziale Fizyki i Astronomii Uniwersytetu
Zielonogorskiego.



4. Wskazanie osiggniecia wynikajacego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003 r.
o stopniach naukowych i tytule naukowym oraz o stopniach i tytule w zakresie
sztuki (Dz. U. nr 65, poz. 595 ze zm).

4a. Tytut osiggniecia naukowego:

Asymptotyka spektralna w modelach kwantowo-mechanicznych z poten-
cjatami typu delta.

4b. Publikacje naukowe wchodzace w sktad osiagniecia naukowego.

e H1 S. Kondej,
Straight quantum layer with impurities inducing resonances,
Journal of Physics A : Mathematical and General Vol. 50 no. 31, 315203
(2017)

e H2 Sylwia Kondej, David Krej¢ir ik,
Asymptotic spectral analysis in colliding leaky quantum layers,
Journal of Mathematical Analysis and Applications Vol. 446 no. 2, 1328-
1355 (2017)

e H3 Sylwia Kondej, Vladimir Lotoreichik,
Weakly coupled bound state of 2-D Schrodinger operator with potential-measure,
Journal of Mathematical Analysis and Applications Vol. 420 no. 2, 1416—
1438 (2014)

Spectral analysis of a quantum system with a double line singular interaction,
Publications of the Research Institute for Mathematical Sciences Vol. 49 no.
4, 831-859 (2013)

e H5 S. Kondej,
Resonances induced by broken symmetry in a system with a singular potential,
Annales Henri Poincaré Vol. 13 no. 6, 1451-1467 (2012)

e H6 P. Exner, S.Kondej,
Hiatus perturbation for a singular Schrodinger operator with an interaction
supported by a curve in R3,
Journal of Mathematical Physics Vol. 49 no. 3, 03211 (2008)

e H7 S. Kondej, I. Veseli¢
Lower bounds on the lowest spectral gap of singular potential Hamiltonians
Annales Henri Poincaré Vol. 8 no. 1, 109-134 (2007)



e H8 P. Exner, S. Kondej,
Scattering by local deformations of a straight leaky wire
Journal of Physics A : Mathematical and General Vol. 38 no. 22, 48654874
(2005)

e H9 P. Exner, S. Kondej,
Schrodinger operators with singular interactions: a model of tunneling reso-
nances,
Journal of Physics A : Mathematical and General Vol. 37 no. 34, 8255-8277
(2004)

e H10 P. Exner, S. Kondej,
Strong-coupling asymptotic expansion for Schréodinger operators with a singu-
lar interaction supported by a curve in R?
Reviews in Mathematical Physics Vol. 16 no. 5, 559-582 (2004)

e H11 P. Exner, S. Kondej,
Bound states due to a strong d—interaction supported by a curved surface
Journal of Physics A : Mathematical and General Vol. 36 no. 2, 443-457
(2003)

4c. Oméwienie celu naukowego i osiagnietych wynikow.

4c0. Wprowadzenie

Badania wchodzace w sktad osiggniecia naukowego naleza do obszaru fizyki matema-
tycznej, a doktadniej analizy spektralnej szczegdlnej klasy operatoréw Schrodingera.
Dedykowane sg one uktadom kwantowo-mechanicznym, w ktérych czastki poruszaja
w polu bardzo krétkozasiegowych potencjatow. Aby opisaé¢ dokladniej zagadnienie
rozwazmy potencjal opisywany przez funkcje ciaglta Vo : R? = R, d € N, ktérej
noénik oznaczaé bedziemy I' := supp V& C RY. Hamiltonian (nierelatywistyczny)
takiego uktadu przyjmuje postac:

_A + VF ) (1)

gdzie A jest operatorem Laplace dziatajacym w odpowiedniej przestrzeni Hilberta
zdefiniowanej w zaleznosci od specyfiki zagadnienia.

Zatézmy, ze czastka kwantowa porusza sie w materiale potprzewodnikowym, ktory
ma charakter drutu lub warstwy. 7 drugiej jednak strony, uwieziona w potprze-
wodniku czastka, ma mozliwo$¢ tunelowania poza jego strukture, czyli efektywnie
przestrzen dostepng czastce stanowi np. R?. Uzasadnione jest wtedy modelowanie
potencjatu Vi za pomoca dystrybucji Diraca. Rozwazmy przyktadowy drut potprze-
wodnikowy; I' opisuje wtedy geometri¢ drutu (na przyktad odcinek prosty, okrag,
itp.)!. Hamiltonian takiego uktadu mozna zapisa¢ heurystycznie:

—A+ad(z-T), aeR, (2)

'Dokladniejszy opis mozliwych zastosowani prezentujemy w dalszej czeéci pracy.

4



gdzie a odpowiada statej oddziatywania. W literaturze, potencjaty opisane symbo-
licznie przez delte Diraca, nazywa sie zwykle delta potecjatams, delta odziatywaniem
lub potecjatami (zaburzeniami) singularnymi.? Hamiltonian odpowiadajacy wyraze-
niu (2), ktérego konstrukcje matematyczna przedstawiamy w nastepnym rozdziale
oznacza¢ bedziemy H, .

Jednym z najbardziej nurtujacych zagadnien w modelach z delta potencjalami jest
zwigzek pomiedzy geometrig I' a wilasnosciami spektralnymi H,r. U podstaw tego
problemu lezy fakt, ze deformacja ' dziala jak potecjal, ktory wytwarza stany zwig-
zane. Oznacza to, na przyklad, ze gdy I jest prosta w RY, d = 2,3, wtedy widmo
dyskretne operatora H, r jest puste. Jednak lokalna deformacja ' powoduje pojawie-
nie sie punktow widma dyskretnego wraz z odpowiadajgcymsi im stanami zwigzanyms.
Wynik powyzszy zostal udowodniony przez P. Exnera i T. Ichinose w roku 2001 dla
tzw. stabo osobliwych potencjatéw, por. [19]. Rok pdzniej, w czasie mojego stazu
podoktorskiego w Czech Academy of Science, wspélnie z P. Exnerem, udowodnitam
istnienie stanéw zwiazanych dla silnie osobliwych potencjatéw, por. [24].

Wynik ten ma charakter twierdzenia ,,0 istnieniu” i stat sie punktem wyjscia do po-
stawienia dalszych pytan, ktore dawatyby doktadniejszy jakosciowo-iloSciowy obraz.
Pytania te koncetrowaly sie wokot nastepujacych kwestii:

e Charakterystyka wlasnosci I' zapewniajacych stabilno$é¢ widma istotnego.
e Charakterystyka widma dyskretnego za pomoca wtasnosci geometrycznych T.

e Zjawisko standéw rezonansowych dla szczegdlnych klas T.

Zagadnienia te byly tym bardziej nurtujace, ze delta potencjaty stuza do modelowa-
nia warstw i drutéw kwantowych, w ktérych dopuszcza si¢ mozliwos¢ tunelowania
poza drutem 3. Geometria tych struktur determinuje wtasnoéci spektralne znajduja-
cych sie¢ w nich czastek. Projektujoc wygiecie drutu mozemy na przyktad wytworzyc
stany zwigzane lub rezonansowe a takze wplywaé na parametery charakteryzujgce
zjawisko rozproszen.

W szerszej klasie modeli nie jest jednak mozliwe uzyskanie doktadnych rozwigzan
zagadnienia na wartosci wtasne. Dlatego tez rozwaza sie asymptotyki, ktére pozwa-
laja na scharakteryzowanie pewnych wlasnosci spektrum. Celem prac stanowigcych
podstawe opisywanego osiggniecia naukowego byta analiza odpowiednich asympto-
tyk, ktére w zaleznosci od charakteru oraz badanych wielkosci spektralnych podzieli¢
mozna nastepujaco:

e Asymptotyki spektralne w modelach z silnym oddzialywaniem; wplyw
geometrii na spektrum dyskretne. Niniejsza linia badan dotyczy analizy
widma dyskretnego dla modeli, w ktérych delta potencjat scharakteryzowany

2W literaturze stosuje sie réwniez nazwy ,zero range potential” lub ,,zero Lebesgue measure potential”,
Sa one szerszym pojeciem niz delta potencjaty.
3W jezyku angielskim stosowany jest termin ,leaky quantum wires”.



przez stala oddziatywania «, ma charakter silny. Celem badan jest wyraze-
nie wtasnosci widma dyskretnego H, 1 przez lokalne wielkosci geometryczne I',
ktore ujawniajg si¢ tego typu asymptotyce.

o Asymptotyki spektralne w modelach ze stabym oddzialtywaniem; wplyw
geometrii na spektrum dyskretne. Badania dotyczyty modeli, w ktorych
potencjal, scharakteryzowany przez stata «, jest staby. Ich celem byto wyraze-
nie wtasnosci widma dyskretnego H,r przez globalne wlasnosci geometryczne

r.

e Asymptotyki spektralne w modelach rezonansowych. Badania doty-
czyty analizy uktadéw opisywanych przez hamiltonian H,, r, w ktérych pojawia
si¢ zjawisko rezonanséw. Ich celem byta charakterystyka wielkosci rezonanso-
wych (np. szerokosci rezonansu) przez wlasnosci geometryczne I

e Asymptotyki spektralne wywolywane deformacja geometryczng. Ba-
dania dotyczyty charakterystyki widma dyskretnego oraz wielkosci obejmuja-
cych zagadnienie rozproszen przez wlasnosci geometryczne I'.

Doktadny opis wynikow uzyskanych w poszczegélnych pracach zamieszczony jest w
rozdziale 4c¢3.

Nalezy podkresli¢, ze zagadnienia zwigzane z potencjatami osobliwymi sg eksplo-
rowane w fizyce matematycznej od okoto trzech dekad. Byly dyskutowane w roz-
nych kontekstach. Z matematycznego punktu widzenia najszersze wyniki dotyczace
samosprzezonosci operatorow z potencjatami singularnymi oraz charakterystyki re-
zolwenty otrzymano w pracy [10] oraz artykutach A. Posilicano [59, 60]. W pra-
cach [6, 2, 5, 53| prezentowane jest ujecie zaburzen singularnych w tzw. skali prze-
strzeni Hilberta.

Asymptotyczne zagadnienia spektralne dla modeli z delta potencjatami byty dysku-
towane miedzy innymi w [15, 26, 29, 34, 35, 36]. Spektralne wtasnosci, w zaleznosci
od specyfiki geometrii uktadu, badane byly w [31, 32, 33, 39, 57, 65]. W pracach
[9, 11, 21, 22] analizowane byly zagadnienia twz. silnie singularnych zaburzen, kto-
rych doktadniejszy opis prezentujemy w nastepnym rozdziale. Ponadto, delta po-
tencjaly w polu magnetycznym dyskutowane byly na przyktad w pracach [30, 40].
Warto wspomnie¢ réwniez o badaniach nad operatorami niesamosprzezonymi z za-
burzeniami singularnymi, por. [12, 41]. Wyzej wymieniona literatura stanowi jedynie
przyktady publikacji w dziedzinie delta potencjatéw. W dalszej dyskusji znajduja
si¢ odwotania adresowane do poszczegélnych probleméw. Ponadto, wigcej referencji
mozna znalez¢é w monografiach [4, 7, 18, 23].

Przy okazji badan nalezacy do geometrii spektralnej warto wspomnie¢ o falowo-
dach kwantowych. Niektére z modeli wykazuja analogiczne wtasnosci spektralne
do uktadéw z delta potencjatami cho¢ niejednokrotnie udowodnione odmiennymi
metodami. Literatura w tym obszarze jest bardzo bogata; [16, 17, 23, 38, 56, 58] -
stanowia przyktadowe publikacje, ktore zawieraja wiecej odniesien do literatury w
tym zakresie.



4cl. Metoda badan.

Osobna dyskusje poswiecamy opisowi stosowanych narzedzi badawczych. Wszystkie
uzyskane gtéwne wyniki wymagaly istotnego rozwiniecia, potaczenia lub uogélnie-
nia istniejacych juz metod, prowadzac niejednokrotnie do wypracowania nowych
narzedzi badawczych z zakresu analizy spektralne;j.

Rozwazmy drut pétprzewodnikowy, gdzie I' oznacza geometrie drutu. Zalézmy row-
niez, ze czastka poruszajaca si¢ takiej strukturze ma mozliwos¢ tunelowania poza
nig. Hamiltonian takiego uktadu mozna zapisa¢ symbolicznie:

—A+ad(z-T), aeR, (3)

gdzie o odpowiada statej oddzialtywania, natomiast A jest operatorem Laplace dzia-
lajacym w L?(R9).

Delta potencjaty, dla ktérych kowymiar zbioru I' jest niewiekszy niz 1 nazywacé be-
dziemy stabo singularnymi potencjatami (zaburzeniami). Natomiast, gdy kowymiar
[ jest wiekszy niz 1 nazywad je bedziemy silnie singularnymi potencjatami (zaburze-
niami). Silnie i stabo singularne potencjaly istotnie réznia sie, dlatego tez wymagaja
osobnego omoéwienia.

Stabo singularne potencjaty. Najprostszym, bardzo dobrze znanym przyktadem
jest punktowy potencjal w jednowymiarowym uktadzie. Odpowiedni hamiltonian
mozna symbolicznie zapisaé¢? :

—A — ad(z). (4)

Aby zdefiniowaé¢ operator samosprzezony w przestrzeni L*(R) zachowujacy intu-
icyjne wtasnosci (4) standardowo rozwaza sie forme kwadratowa:

Ef = [IVIE —alfOF, feW**®). (5)

Operator stowarzyszony z powyzsza forma, w sensie twierdzenia o pierwszej repre-
zentacji, jest samosprzezony, por. [44]; oznaczaé¢ go bedziemy dalej H,. Operator
ten ma widmo abosolutnie ciagte [0, 00); natomiast gdy « > 0 istnieje dodatkowo
doktadnie jedna dyskretna wartos¢ wlasna:

o) = (-2, ©)

por. [4]. Dziedzing operatora H, stanowia funkcje z W*2(R \ {0}) N W*!(R) spet-
niajace standardowy warunek skoku pochodnej:

F107) = f/(07) = —af(0),

gdzie f'(0%) definiuja odpowiednie granice pochodnej f.

4Majac na uwadze dalsza dyskusje, w ktérej zainteresowani bedziemy gléwnie potencjatami przycia-
gajacymi wprowadzamy konwencje znaku minus przed stala oddziatywania
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Uogolniajac powyzszy przyktad rozwazmy model, w ktérym potencjat zlokalizowany
jest na gladkiej hyperpowierzchni I' C R? o kowymiarze 1. Naturalnym uogdlnie-
niem (3) jest wyrazenie symboliczne:

—A—ad(z-T), (7)

ktéremu mozemy nadac¢ sens operatora samosprzezonego H, r dzialajacego w prze-
strzeni L?(IR?) za pomoca formy

Earlfl = [ IVSP—a [ IfF, few2(®Y). (8)

Wystepujaca w powyzszym wyrazeniu catka okreslona na I' jest poprawnie zdefinio-
wana w sensie $ladu, por. [1].

W omawianej klasie stabo singularnych zaburzen stata o wchodzaca w sktad definicji
H, r za pomocy (8) opisuje site potencjatu i podobnie, jak w przypadku regularnych
potencjaléw, wktad « jest addytywny. Dla a > 0 potencjat ma charakter przyciaga-
jacy (przed stala a w formule (8) jest znak minus) natomiast, gdy o < 0 potencjat
jest odpychajacy. Przypadek a = 0 oznacza, ze potencjat znika.

Metody oparte na analizie rezolwenty dla stabo singularnych potencjatéw rozwiniete
zostaly w pracach H1, H2, H3, H4, H7, H8, H9, H11.

Silnie singularne potencjaly. Ponownie najbardziej znanym przyktadem jest
potencjal punktowy, jednak tym razem zlokalizowany w dwuwymiarowym uktadzie.
Rozwazmy formalne wyrazenie:

—A+ d,(7), (9)

gdzie A oznacza dwuwymiarowy operator Laplace. Hamiltonian, ktéry odpowiada
powyzszemu wyrazeniu jest zdefiniowany jako samosprzezone rozszerzenie —A
Cse(R?\ {0}) — L*(R?) lub, doktadniej, jako operator —A z pewnymi warunkami
spetnianymi przez funkcje z jego dziedziny w punkcie x = 0. Warunki te dopuszczaja
logarytmiczng osobliwo$¢, ktora jest naturalng konsekwencjg osobliwosci operatora
Laplace w 2D. Zalézmy, ze dla pewnej funkcji f € D := C°(R?\ {0}) N L*(R?)
nastepujace granice:

L f@). Q) = lim (f@) —2(Hll)  (10)

— lim ———
|z|—0 27 In || || 0

(1]

(f) =
sg skonczone. Zdefiniujmy zbiér

D(H,) :={f €D : 2raZ(f) = Qf)}, (11)

oraz operator
H, : D(H,) — L*(R?), H,f(x) = -Af(x), x#0. (12)

Operator ten jest istotnie samoprzezony a jego samosprzezone rozszerzenie oznaczac
bedziemy tak samo, jak w przypadku stabo singularnych interakcji, tj. H,. Definicja
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hamiltonianu oparta jest wiec na narzuceniu relacji pomiedzy =Z(f) i Q(f), ktére
stanowia odpowiednio osobliwg i regularng czes¢ funkcji f. Nalezy wspomniel, ze w
tym przypadku stata « nie wchodzi w definicje Hamiltonianu addytywnie. Mozna
wykazaé, por. [4], ze operator H, odpowiadajacy wyrazeniu (11) ma dla kazdego
a € R doktadnie jedna wartos¢ widma dyskretnego, ktéra przyjmuje postacé

oa(H,) = {ea}, €q 1= —4e?(T2matv) (13)

Operator H, wytwarza wiec stan zwigzany dla kazdego a. Dla a — —oo odpowia-
dajaca wartos¢ wlasna dazy do —oo, natomiast dla o — oo wartosé wtasna &, dazy
do 0. Udziat statej a nie ma wiec charakteru addytywnego, stad tez nie uzywamy
symbolu (4).

Ponownie naturalnym uogélnieniem operatora H, jest hamiltonian z zaburzeniem
zlokalizowanym na krzywej I' C R3. Zakladamy, ze I' jest krzywa klasy C! skoni-
czong lub nie, nie posiadajaca samoprzecie¢®. Rozwazmy symboliczne wyrazenie

—A+04(z—T). (14)

Powyzszemu wyrazeniu mozemy nadaé sens operatora samosprzezonego w L?(R?)
definiujac H,r w analogii do (11) i (12). Aby to nieco uscisli¢ rozwazmy ustalony
punkt xy € I', natomiast II niech oznacza ptaszczyzne prostopadta do I' w punkcie
zo; o € II. Odpowiednie granice Z(f) i Q(f) sa zdefiniowane dla |z — zo| — 0 w
ptaszczyznie 11, tzn. x € 11 2y € I'. Ostatecznie wyznaczajac granice dla kazdego
zg € T otrzymujemy funkcje z przestrzeni L*(T'), o ktérych zaktadamy, ze spetniaja
warunki analogiczne do (11) ©.

Silnie przyciggajocy delta potencjal. Zgodnie z przyjeta wyzej umowa a takze pozo-
stajac w spojnosci z konwencja przyjeta w publikacjach asymptotyka o — oo ozna-
cza silnie przyciagajacy potencjat dla stabo osobliwych zaburzen oraz a — —oo dla
silnie osobliwych zaburzen.

Rezolwenta. Glownym narzedziem do badania wlasnosci spektralnych operatoréw
jest rezolwenta. W przypadku potencjaléw regularnych istniejg znane twierdzenia i
rozwiniete metody, ktore umozliwiaja analize spektralng w oparciu o badanie rezol-
wenty, por. [44]. W analizowanym cyklu prac postugiwano sie jednak konstrukcja
rezolwenty dla potencjatéw singularnych. Prace A. Posilicano [59, 60] dostarczaja
wielu wynikéw, ktore byty pomocne w analizie rezolwenty dla modeli z delta poten-
cjalami. Nalezy jednak podkresli¢, ze prace Posilicano utrzymane sa na wysokim
poziomie ogdlnosci i zastowanie ich wynikow dla szczegdlnych klas modeli wymaga
osobnej analizy prowadzacej do nowych twierdzen.

W dalszej czesci prezentujemy konstrukcje i wtasnosci rezolwenty dla potencjatéw
singularnych. Poniewaz konstrukcja ta oraz wynikajaca z niej analiza spektralna,

50graniczamy sie tutaj do krzywych w przestrzeni tréjwymiarowej, poniewaz tylko takie beda przed-
miotem dyskusji dla silnie singularnych potencjatéw.
6Zaréwno tutaj, jak i dalszym oméwieniu pomijamy szereg technicznych szczegdtéw.



istotnie r6zni sie dla potencjatéw stabo i silnie singularnych dlatego tez przypadki
te rozwazone zostana osobno.

Rezolwenta; stabo singularne potencjaly. Rezolwenta hamiltonianéw z potencja-
lami singularnymi jest naturalnym uogdlnieniem formuty Kreina, por. [54], gdzie
role regularnych potencjatéw odgrywaja odpowiednie zanurzenia rozumiane w sen-
sie operatora Sladu, por. [1].

Niech R(z) : L*(R?) — L?*(R?) oznacza rezolwente ,,swobodnego” hamiltonianu, tj.
R(z) :== (=A—2)7Y, gdzie —A : L*(RY) — L*(R?). Zdefnijmy odpowiedni operator
zanurzenia,” Rp(z) : L?(I') — L*(RY), ktéry dziala Rp(z)f = R(2) * fo(- — I).
Operator Rr(z)* jest zdefiniowany jako sprzezenie Rr(z) i dziata Rp(z)* : L*(R?) —
L*(T). Ostatecznie definiujemy Rr(z) : L*(T") — L*(T), ktéry dziata Rp(z)f =
Rr(2)* * fo(- — T'). Zalézmy, ze z € p(Har), wtedy operator I — aR(z) : L*(T') —
L*(T) jest odwracalny a rezolwenta operatora H, r przybiera postac:

Ror(2) = R(2) + Rr(2)a(I — aR(z)) ' Rr(2)*. (15)

Ponadto
z € 04(Hyr) <= 2z € ker(I — aR(z)) (16)

oraz dimker(H, — z) = dimker(I — aR(z)), por. [10]. Powyzszy wynik pozwala
»przesuna¢” problem badania wartosci wtasnych operatora rézniczkowego z pew-
nymi warunkami brzegowymi na I' na analize ker(I — aR(z)), gdzie R(z) jest ope-
ratorem catkowym w L*(T).

Twierdzenie (16) stanowi wogdlnienie zasady Birmana-Schwingera znanej dla po-
tencjatow regularnych.

Rezolwenta; silnie singularne potencjaty. Analogicznie, jak w przypadku stabo sin-
gularnych potencjalow definiujemy odpowiednie zanurzenia:

Rr(z) : L*(T') — L*(R?), Rr(2)* : L*(R?) — L*(T)

operatora R(z) := (—A — 2) do przestrzeni L*(T'); symbol A oznacza operator
Laplace dzialajacy w przestrzeni L?(R3). W przypadku silnie singularnych oddzia-
tywan nie mozemy jednak zdefiniowaé analogu operatora R(z) ze wzgledu na loga-
rytmiczna osobliwo$é¢ R(z). W zamian za to definiujemy operator Q(z) : L*(T') —
L*(T"), ktéry stanowi odpowiednig regularyzacje i spelia réwnanie pseduorezol-
wenty, (por. wyniki [59] oraz zastosowania [24]). Rezolwenta operatora H, r odpo-
wiadajacgo (9) ma postac:

Rar(2) = R(2) + Rr(2)(a — Q(2)) "' Rr(2)", (17)
a ponadto, zachodzi

z € 0p(Hyr) <= 2z € ker(a — Q(2)) (18)

"W istocie, Rr(z) jest operatorem catkowym i przez symbol Rr(z) * g rozumiemy splot jego jadra z
funkcja g.
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oraz dimker(H,r — z) = dimker(a — Q(z)). Warunek (18) stanowi uogélnienie
zasady Birmana—Schwingera dla silnie singularnych potencjatéw. Metody oparte na
analizie rezolwenty dla silnie singularnych potencjatéw rozwinicte zostaty w pracach
H1, H5, H6, H9, H10.

Rezonanse. Podstawowym narzedziem matematycznym shuzacym do badania zja-
wiska rezonanséw jest rezolwenta. Analiza rezonanséw jest mozliwa dzieki przedtu-
zeniu analitycznemu rezolwenty na drugi (dolny) plat Riemana a nastepnie rozsze-
rzeniu warunku Birmana-Schwingera dla z € C_. Doktadniej, rozwazmy operator
fRar(2)g, gdzie f,g € C(R?Y) a R,r(z) jest zdefiniowane za pomoca wzoru (15)
lub (17) 8. Zalézmy dalej, ze dla kazdego f, g € C5°(R?) funkcja o warto$ciach ope-
ratorowych z — fR,r(z)g ma rozszerzenie analityczne dla z € C_. Informacja o
biegunie rezolwenty, ktéremu odpowiada rezonans jest zawarta w operatorze I'/(z)
oznaczajacym przedtuzenie analityczne I — aR(z) : L*(T') — L*(T), por. (15) lub
(o« —Q(z)) : L*(T') — L*T), por. (17). Liczba 2z € C_ spehiajaca warunek

kerT"(2) # {0},

stanowi biegun rezolwenty, okreslajac jednoczes$nie rezonans. Metody rezonansowe
dla silnie i stabo singularnych zaburzen rozwiniete zostaty w pracach H1, H4, H5,
H9.

Oprécz opisanych powyzej metod opartych na analizie rezolwenty, badania spek-
tralne prowadzone w pracach H1-H11 taczyly w sobie réznorakie narzedzia badaw-
cze pochodzace miedzy innymi z takich obszaréw jak: analiza operatorowa i teoria
form kwadratowych, metody wariacyjne, technika Dirichlet-Neumann bracketing’u,
rownania rozniczkowe czastkowe, teoria Floqueta-Blocha, przestrzenie Soboleva i
twierdzenia o zanurzeniu, elementy geometrii rézniczkowej, teoria rozproszen a takze
analityczna teoria zaburzen stosowana do dowodéw pomocniczych twierdzen.

4c2. Mozliwe zastosowania technologiczne.

Ruch elektronéw w uktadach tréjwymiarowych moze by¢ ograniczony do uktadéw
nizej wymiarowych. Realizacja takiego zadania odbywa sie przez putapkowanie elek-
tronéw w krotkozasiegowych studniach potencjatu, ktore prowadzg do skwantowania
pedu w jednym kierunku. Jesli odlegtos¢ pomiedzy odpowiednimi skwantowanymi
poziomami energetycznymi jest dostatecznie duza to elektrony zostaja zamrozone
w stanie podstawowym i w konsekwencji ich ruch nie jest mozliwy w jednym kie-
runku. W konsekwencji otrzymujemy dwuwymiarowy gaz elektronowy. Podobny
efekt moze by¢ osiggniety dla dwuwymiarowej studni potencjatu, ktora pozostawia
elektrony swobodne w jednym wymiarze tworzac druty kwantowe. Wytworzenie
studni w kolejnym wymiarze prowadzi do powstania kropki kwantowe;.

8Ra r(z) jest operatorem catkowym z jadrem R, r(z,y). Symbol fR, r(z)g oznacza operator ktérego
jadro ma postac f(z)Ra,r(2)(x,y)g(y)
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Studnie kwantowe mogg by¢ zaprojektowane z uzyciem poélprzewodnikow réznych
typow, w ktérych réznica w przerwie energetycznej pomiedzy odpowiednimi pa-
smami jest duza. Pélprzewodniki takie potaczone tworza twz. heteroztacze. Odpo-
wiedni skok energetyczny pomiedzy pasmami przewodnictwa lub pasmami walencyj-
nymi tworzg studni¢ potencjatu. Cienka warstwa materiatu, ktéry posiada waskie
pasmo zabronione obtozona dwiema warstwami materiatu, ktéry posiada szerokie
pasmo zabronione jest tzw. podwojnym heteroztaczem, ktore z kolei tworzy poje-
dyncza studnie potencjatu. Naturalnym uogoélnieniem tego modelu jest uktad wielu
studniu kwantowych.

7 inzynierskiego punktu widzenia studnie potencjatu sg tworzone z potprzewodnikéw
takich jak arsenek galu GaAs, obtozony dwiema warstwami materialu o wickszej
szerokosci pasma zabronionego jak arsenek aluminium AlGaAs. (Inne przyktady to
azotek indu galu otoczony warstwami azotku indu).

Dla rodziny materiatéw GaAs/AlGaAs parametry sieci sa praktycznie niezalezne od
udziatu procentowego aluminium. 7 tego powodu materiaty te sg szeroko eksplo-
atowane do produkcji struktur potprzewodnikowych. Uzywanie innych materiatéow
prowadzi do powstania wewnetrznych naprezen, ktore z kolei wplywaja na strukture
pasmows.

Modele warstw, drutéw i kropek kwantowych stanowig bardzo aktywnie rozwijajaca
si¢ lini¢ badan. Literatura poswigcona tym zagadnieniom jest bardzo bogata - wy-
mieni¢ mozna [13, 14, 23, 37, 43, 58]. Sa to jednak tylko przyktadowe monografie
w zaden sposob nie wyczerpujace literatury przedmiotu. Nanodruty sa stosowane
w technologiach trazystorowych, wykorzystywanych powszechnie jako podstawowy
element obwodow elektrycznych.

Z kolei kropki kwantowe znajduja zastosowanie w biologii i medycynie, w szczegdl-
nosci w diagnostyce medycznej. Testy biologiczne pokazuja, ze kropki kwantowe
ze wzgledu na swoje rozmiary sa precyzyjnymi znacznikami. Szybciej i efektywniej
rozpoznajg poszukiwane substancje niz barwniki organiczne.

Wspotczesna technologia pozwala na zaprojektowanie warstw lub drutéw o, w zasa-
dzie, dowolnej geometrii. Celem publikacji wchodzacych w sktad osiaggniecia nauko-
wego jest stworzenie narzedzi matematycznych stuzacych do badania hamiltonia-
now uktadow, w ktérych czastki putapkowane sg w nizej wymiarowych strukturach
a nastepnie wydobycie zwigzku pomiedzy geometrig a wlasnosciami spektralnymi
elektronéw w takich uktadach. Nalezy podkresli¢, ze rozwazane tu modele dopusz-
czaja mozliwos¢ tunelowania poza strukture potprzewodnikows.

4c3. Oméwienie wynikéw naukowych zawartych w poszczegélnych pracach.

Ponizszy opis stanowi omowienie wynikéw zawartych w publikacjach wchodzacych w
sktad osiggniecia naukowego. Analiza ta jest spdjna z podziatem na cztery rodzaje
badanych asymptotyk zaproponowanym w rozdziale 4c0. Nalezy podkresli¢, ze w
ponizszym opisie zrezygnowano niejednokrotnie z poziomu ogdlnosci, na ktorym
wykazane zostaly oryginalne wyniki, uzyskujac w ten sposoéb wigkszg klarownosé
prezentacji.
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Asymptotyki spektralne w modelach z silnym oddzialywaniem; wplyw
geometrii na spektrum: H11, H10.

W tym nurcie badan rozwazana byla asymptotyka spektralna, gdy delta oddziaty-
wanie ma charakter silnie przyciagajacy, tzn., gdy a — oo dla stabo singularnych
potencjaléw i a — —oo dla silnie singularnych potencjatéw. Do tej linii badan na-
leza dwie najstarsze prace H11 i H10, gdzie analizowane byto zachowanie spektrum
dyskretnego ponizej progu spektrum istotnego.

Dla o« — 400, gdy potencjal jest odpowiednio stabo/silnie singularny, jest natural-
nym oczekiwaé, ze w widmie dyskretnym ujawnig sie lokalne wlasnosci geometryczne
I'. Wielkosciag charakteryzujaca lokalng geometri¢ jest na przyktad krzywizna I'.

W artykule H11 analizowany byt model, w ktérym delta oddziatywanie jest zloka-
lizowane na nieskoniczonej powierzchni I' C R? klasy C?, ktérej tensor metryczny
jest jednostajnie eliptyczny. Niech K i M oznaczaja odpowiednio krzwizne Gaussa
i krzywizne $rednig. Dodatkowo zaktadamy, ze I' jest asymptotycznie plaska w
nastepujacym sensie:

K, M — 0, jesli promien geodezyjny r — 0.

W przestrzeni L?(T") definiujemy pomocniczo operator poréwnawczy:
SZZ —ABL+K—M2,

gdzie App, oznacza operator Beltrami-Laplaca na I', natomiast K — M? odgrywa
role potencjatu, ktéry mozna wyrazi¢ rowniez za pomoca krzywizn gtownych k; i ko
w nastepujacy sposob: .
4
Z powyzszej formulty wynika, ze potencjal operatora poréwnawczego ma charakter
przyciagajacy. Niech H,p oznacza operator odpowiadajacy (7) zdefiniowany za
pomoca formy kwadratowej (8). Gléwne wyniki pracy H11 sformutowaé¢ mozna:

K—M2: (kl—k2)2.

* H11la Spektrum istotne. Prég spektrum istotnego jest ograniczony z dotu przez

2
wartosci funkeji o — €(a), ktéra posiada nastepujaca asymptotyke e(a) — —<,
gdy a — o0.

* H11b Asymptotyka dyskretnych wartosci wiasnych. Dla a dostatecznie duzego
operator H, r posiada niepuste spektrum dyskretne ponizej progu widma istotnego
oraz odpowiednie wartosci wlasne wykazuja nastepujaca asymptotyke:

1
Aj(a) = _ZQQ + 1 + O(aloga),
gdy o — oo, gdzie i, jest j-ta wartosciag wlasng operatora S. Powyzsza formula
potwierdza hipoteze, ze wartosci wtasne H,r ,zachowujq pamiec” o lokalnych wia-

snosciach geometrycznych I'.
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W pracy H10 badane byty asymptotyki spektralne dla modelu z delta oddziaty-
waniem silnie singularnym zlokalizowanym w przestrzeni R3. Niech I' C R3 bedzie
krzywa zamknieta klasy C*, nie posiadajaca samoprzecieé a H, oznacza operator
odpowiadajacy wyrazeniu (14). Operator poréwnawczy ma postacé

2 1

S = —@ — Zkz, (19)

gdzie k oznacza krzywizne I'.

Gléwne wyniki pracy H10 mozna scharakteryzowa¢ nastepujaco:

* H10a Asymptotyka dyskretnych wartosci wilasnych. Wartosci wlasne operatora
H, r posiadaja nastepujaca asymptotyke

£a+ﬂj+eﬂ-a7 gdy a — —00, (20)
gdzie p; jest j-ta wartoScia wlasng operatora S, por. (19).

* H10b Zliczanie dyskretnych wartosci wilasnych. Funkcja zliczajaca liczbe dys-
kretnych wartosci wlasnych ma postac:

toa(Har) = £ (<) (14 ). @)

W rzeczywisto$ci powyzszy wynik nie wymaga zaltozenia, ze krzywa jest zamknieta;
analogiczne asymptotyka zachodzi, gdy I' ma swobodne korice.

Warto nadmieni¢, ze dodatkowe wyniki dotyczace spektrum dla modelu z oddzia-
lywaniem na krzywej skoriczonej I' C R? o swobodnych koncach uzyskano w pracy
[26]. Ponadto, analogiczne modele byly analizowane w pracach [34, 35] oraz [29],
gdzie rozwazano zaburzenie typu delta na niezamknietej powierzchni w R3.

Wyniki H10a i H10b pokazuja, ze w istocie krzywizna I' dziala jak potencjal przy-
ciggajqcy, zdolny do wytworzenia standw zwigzanych. Formula (20) ujawnia, Ze
—%2 petni role potencjatu odpowiedzialnego za zachowanie widma dykretnego dla
o — —00.

Osobna analiza zostala po$wiecona modelowi, w ktorym I' jest nieskonczona lecz
asymptotycznie prosta. Widmo istotne ma wtedy postaé ges = [€a, 00) natomiast
asymptotyka wartosci wlasnych jest analogiczna do (20).

W pracy H10 rozwazano réwniez modele periodyczne, a doktadniej, gdy I' nalezy
do klasy krzywych periodycznych. Standardowo przeprowadzono rozktad Floqueta-
Blocha hamiltonianu H,, r:

5]
UHoU™ = |

[-7/K7/K)

H F(Q)de )

gdzie K jest staly okreslajaca periodycznosé T'a U : L*(C) — L?*(C) jest operato-
rem unitarnym, natomiast C' okreéla podstawowsa komérke w R3 zwigzang z I'. W
pracy H10 pokazano, ze dla dowolnego n € N istnieje a(n) taka, ze foq(Har(0)) > n
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dla o < a(n) oraz H, () posiada spektrum dyskretne, ktérego asymptotyka jest
analogiczna do (20). Wynik ten niesie za soba implikacje dla struktury pasmowej
operatora H, r.

* H10c Pasma zabronione operatora H, . Jedli operator S posiada nieskonczong
ilo$¢ otwartych przerw spektralnych w o(.S) to dla dowolnego n € N istnieje liczba
a(n) € R taka, ze operator H,r posiada przynajmniej n otwartych przerw spek-
tralnych, gdy a < a(n). Jedli liczba przerw w o(.S) jest skoniczona i wynosi N to
o(H,r) posiada ta sama wlasnosé dla —a dostatecznie duzego.

Asymptotyki spektralne w modelach ze stabym oddzialywaniem: H3.

Artykut H3 podejmuje problem asymptotyki spektralnej, gdy oddzialywanie ma
charakter staby, tzn o — 0. Hamiltonian uktadu H, , dziala w przestrzeni L*(R?)
i odpowiada formalnemu wyrazeniu:

—A—ap, a>0, (22)

gdzie p oznacza miare Radona o no$niku na zbiorze zwartym w R? nalezgca do
uogolnionej klasy Kato, por. [10]. W szczegblnosei, 1 moze byé zdefiniowane przez
delte Diraca; wtedy hamiltonian odpowiada wyrazeniu (7). Poniewaz potencjal
zlokalizowany jest na zbiorze zwartym mozna wykazaé, ze 0ess(Ha,) = [0,00). W
artykule H3 zbadano asymptotyke spektrum dyskretnego gdy a — 0. Wykazano
miedzy innymi nastepujace asymptotyczne zachowania.

* H3a Spectrum dyskretne: jednoznacznosé i asymptotyka. Dla a > 0 dostatecznie
malego widmo dyskretne spetnia warunek:

ﬁ0d<Ha,u) =1

oraz odpowiadajaca warto$¢ wlasna posiada asymtotyke

) = = (G oo - ) (23)

dla a — 07, gdzie C,, jest stata, por. H3.
W omawianej pracy otrzymano réwniez asymptotyke wektora wtasnego odpowia-
dajacego wartosci A\(«):

*x H3b Asymptotyka wektora wlasnego. Niech k, = (—\(a))*/2. Dla a — 0T wektor
wlasny operatora H, , odpowiadajacego wartosci (22) posiada nastepujaca postaé

() "“’a/w Ko(ka| - —y!)du(y)+0(lnlka> :

:27r

Formuta (23) stanowi rekonstrukcje widma dykretnego dla @ — 07. Wielkosci
geometryczne, ktére opisuja ta asymptotyke, C,, i u(R?) maja charakter globalny.
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W przypadku delta potencjaléw u(R?) oznacza diugoéé T'. Stad wniosek, ze dla
stabego oddziatywania w widmie dyskretnym jest zachowywana informacja jedynie o
globalnych cechach geometrycznych T .

Warto wspomnieé¢, ze w pracy powyzszej analizowano réwniez modele, w ktorych
nos$nikiem p jest zbior niezwarty. Otrzymano ograniczenia goérne i dolne na wartosci
widma dykretnego.

Asymptotyki spektralne w modelach rezonansowych: H1, H4, H5, H9.

Jest to najszerzej rozwinieta linia badan wchodzaca w sktad osiagnigcia naukowego.
Rozwazano w niej modele, w ktérych pojawia sie zjawisko rezonansu. W cyklu
dyskutowanych prac wyrézni¢ mozna dwa typy rezonanséw - mianowicie - induko-
wanych przez dopuszczenie tunelowania oraz ztamanie symetrii. Celem prac byto
wydobycie zwigzku pomiedzy wlasnosciami spektralnymi rezonansu a geometrig I.
W pracy H9 analizowano prosty model, w ktérym I' C R? sktada sie z prostej
Y = {(z1,0) : x; € R} oraz skoiiczonej liczby punktéw II := {y@}7_, gdzie
y@ € R?\ ¥. Rozwazano wlasnoéci spektralne hamiltonianu, ktéry odpowiada
wyrazeniu:

—A—ad(z—X)+ ) &z (x— y Dy
i=1

Wyniki zilustrujemy na przyktadzie, gdy II sktada sie¢ z jednego punktu {y} zloka-
lizowanego w odlegtosci a od prostej XJ; odpowiedni hamiltonian oznaczymy H, g,
Dla duzych wartosci a, tzn. gdy punkt i prosta oddzialywuja na siebie stabo uktad
ma ,tendencje do separacji”. Mozemy wtedy oczekiwac, Ze operator H, g, ujawni
zaréwno wlasnosci spektralne uktadu z jednym punktem, jak i wlasnosci modelu, w
ktorym oddziatywanie skoncetrowane jest tylko na prostej X. Wtasnosci spektralne
H, 5.4 zalezg wiec od relacji pomiedzy eg - dyskretnag wartosciag wlasng operatora
Hj odpowiadajacego (14) oraz —%2 - progiem widma istotnego operatora H, odpo-
wiadajacego formule (4).

Najwazniejsze wyniki pracy H9 scharakteryzowa¢ mozna nastepujaco:

* H9a Asymptotyka dyskretnych wartosci wiasnych. Operator H, g, ma doktadnie

jedng dyskretng warto$¢ wlasng E,, ktora lim,_,o, £, = €3 jesli eg < —0‘72. Nato-

miast w przypadku, gdy ez > —%2 warto$¢ wtasna FE, jest ,chwytana” przez prog

a2

widma istotnego, tzn. lim, o By = —.

x H9b Rezonanse. Zaldézmy, ze eg > —0‘72. Wtedy rezolwenta operatora H, g,
posiada analityczne przedtuzenie na drugi ptat Riemanna, na ktérym znajduje sie
biegun zlokalizowany w punkcie z(b). Funkcja z — z(b) zachowuje nastepujaca
asymptotyke

2(b) = u(b) +iv(b), ud) eR, v(b) <0,

16



gdzie b := e V"% oraz
wu(b) =es+ O), v(b)=0(D).

Powyzsze wyniki ukazuja w jaki sposdb zachowywana jest pamieé¢ o wartosci wtasnej
operatora Hg w ukladzie rzadzonym przez hamiltonian H, 3, gdy a — oo. W
zaleznosci od relacji miedzy o 1 3 informacja o €z odciska sie w spektrum dyskretnym

lub wtasnosciach rezonansu, ktérego szeroko$é zdefiniowana jest przezb = e *V ™%,

W pracy H9 rozwazano rowniez zjawisko rezonansow indukowane ztamaniem syme-
trit. Ponownie zilustrujemy wyniki na najprostszym przyktadzie. Rozwazmy pare
punktéw, w ktérych zlokalizowany jest potencjat z takimi samymi statymi oddziaty-
wania. Uktad taki posiada dwie dyskretne (ujemne) wartosci wlasne fisym 1 fantisym
odpowiadajace symetrycznej i antysymetrycznej funkeji wtasnej. Wprowadzajac do
uktadu oddziatywanie na prostej ¥ z zachowaniem symetrii lustrzanej powodujemy,
7€ [lantisym »Drzezywa” ta procedure pozostajac wartoscig wtasng uktadu skompono-
wanego z 2 i dwoch punktéw. Wyniki zawarte pracy H9 dotyczace dwupunktowego
uktadu z prosta, podsumowaé¢ mozna nastepujaco:

* H9c Zanurzone wartosci wiasne indukowane przez symetrig. Operator H, g po-
siada przynajmniej jedng izolowana warto$¢ wtasna i najwyzej dwie. W zalezno-
sci od stalej oddzialywania 8 wartoS¢ fantisym moze znajdowac si¢ pod lub nad
progiem widma istotnego —0‘72. Jesli flantisym > —"‘72 wtedy H, s ma dokladnie
jedng izolowang warto$¢ wlasng i jedng plantisym zanurzong w widmie istotnym. Jesli
Mantisym < —0‘72, wtedy operator H, g ma doktadnie dwie izolowane wartosci wlasne.

Wicksza z nich stanowi liczba flantisym-

W pracy H9 podjeto réwniez badania poswiecone zjawisku rezonanséw, ktore po-
jawiaja, kiedy symetria w dwupunktowym uktadzie z prosta zostanie ztamana, na
przyktad przez przesuniecie jednego z punktow. Zanurzona wartosé wiasna wydo-
bywa sie wowczas z widma istotnego definiujgc rezonans, a doktadniej mamy:

* H9d Rezonanse indukowane przez ztamanie symetrii. Zatézmy, ze dwa punktowe
oddziatywania sa umiejscowione w odlegtosci a i @+ d na prostej prostopadtej do 3.
Wtedy wartos¢ wlasna przesuwa sie na drugi ptat Riemanna rezolwenty definiujac
jej biegun w punkcie z(9) = v(0) + it(d), gdzie

0(8) = pa + O, 1(8) = O(5?) .

Jawne formuly na najnizszy rzad zaburzen dla v(-) i ¢(-) zostaly wyprowadzone w
pracy H9.

Wymniki opisane w dwéch powyzszych punktach wykazujg istnienie zanurzonych
wartosci wiasnych w modelu zachowujgcym symetrie oraz zjawisko rezonanséow po
jej ztamaniu. Wlasnosci spektralne takie jak szerokosé rezonansu, zalezg od para-
metrow tamigcych symetrie.
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Nalezy podkresli¢, ze artykule H9 rozwazano znacznie szersza klase modeli, gdzie
punktowe oddzialywanie sktada sie ze skonczonej liczby ,kropek”. Analizowano row-
niez problem rozproszen. Zrekonstruowana zostata macierz rozproszen oraz uogol-
nione wektory wtasne.

W pracy H4 analizowano kolejny model rezonansowy, w ktorym delta oddziaty-
wanie zlokalizowane jest na zbiorze 3 € R? sktadajacym sie z dwéch réwnoleglych
nieskonczonych prostych, doktadniej

Y=3X_UX; gdzie Yy =R x{ta}. (24)

Zaktadamy, ze na kazdej z wyzej zdefiniowanych prostych Y. jest skoncetrowany
potencjal:
- V. d €X

—a+V_(x) gdy ze€X_,

gdzie Vi : ¥4 — R oraz a > 0. W odrdéznieniu od poprzednich modeli w uktadzie
tym potencjal opisywany jest nie przez stala, ale przez funkcje zlokalizowang na
no$niku delta potencjalu. Wtasnosci VL majag istotne konsekwencje dla analizy
spektralnej uktadu. Hamiltonian takiego uktadu zdefiniowany zostal za pomocs
sumy form, por. (8); w dalszej dyskusji oznaczamy go jako Hy v, v_. W szczegdlnym
przypadku, gdy Vi = 0, uktad ma translacyjna symetrie i jego wtasnosci spektralne
sg zdeterminowane przez wtasnosci jednowymiarowego uktadu z dwupunktowym
oddzialywaniem. Ten ostatni posiada przynajmniej jedng warto$¢ wtasng a najwyzej
dwie. Niech &, oznacza energie stanu podstawowego stanowigcag jednoczesnie prog
dolny jego widma.

Gtéwne wyniki pracy H4 scharakteryzowaé¢ mozna nastepujaco:

* H4a Stabilnosé spektrum istotnego. Jesli funkcje V. zanikaja w nieskonczonosci,
to spektrum istotne operatora H,y, v jest stabilne wzgledem zaburzenia Vi, co
oznacza

O'ess<Ha,V+,V_) = O-ess(Ha,O,O) = [507 OO) . (26)
* H4b Spektrum dyskretne, zanurzone wartosci wtasne. Jesli potencjat V. +V_ jest

ujemny w sensie catki czyli [ Vi + V. < 0 (zakladamy caltkowalnosé V) to prog
widma operatora H, v, v znajduje si¢ ponizej §. Dlatego tez

Udisc(Ha,V+,V_) 7£ (Z)

Gdy uktad zachowuje symetrie Vi = Vj, wtedy dla okreslonej relacji pomiedzy a, «
i Vo hamiltonian H, y;, v, posiada zanurzone wartosci wlasne.

* H4c Nieréwnosé Hardy’ego. Dla Vi > 0 zachodzi nieréwnos¢ typu Hardy’go:
Ha,V+,V_ - 60 2 0,

gdzie funkcja o : R — [0,00) nie jest identycznosciowo zero. Nier6wnosé ta jest
spetniona w sensie formy kwadratowej i stanowi narzedzie do analizy stabilnosci
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widma operatora H, v, v_. Dokladniej, okresla klase potencjalow, ktore nie wytwo-
rzq dodatkowych wartosci wtasnych pod progiem widma &.

* H4d Rezonanse indukowane przez ztamanie symetrii. Ztamanie symetrii lustrza-
nej w utadzie Vi = Vp, w ktérym istnieja zanurzone wartosci wtasne {vy}7_; przez
wprowadzenie odpowiedniego ,zaburzacza” prowadzi do zjawiska rezonansow. W
uktadzie scharakteryzowanym przez potencjaty

Vi=Vot+edj, Vo=,

gdzie V}, jest pewna funkcja z przestrzeni L?(3,) pelniaca role ,zaburzacza”, rezo-
nans ten zlokalizowany jest w poblizu pierwotnej zanurzonej warto$ci wtasnej vy tj.
dla e = 0. Doktadniej, rezolwenta posiada biegun usytuowany w:

2k = Vg + ug(€) + ivg(e)

gdzie pg(€) = ape + O(e?) oraz a; odpowiada najnizszemu czlonowi zaburzajacemu
w rzeczywistej sktadowej, natomiast vy (€) = bre? + o(€?), gdzie by, < 0 ujawnia zlotq
requle Fermiego wyprowadzona w H4.

Wyniki powyzsze dotycza modelu, w ktérym delta potencjatl nie jest, jak wcze-
$niej, okreslony przez stata, lecz ma charakter zmienny, okreslony przez funkcje V...
Wyniki formutuja warunki na stabilnosé widma istotnego: H4a, H4c, istnienie izo-
lowanych wartosci wiasnych: H4b, istnienie zanurzonych wartosci wiasnych przy
zachowaniu symetric uktadu: H4b oraz rezonansow, ktorych wlasnosci spektralne
sq wyrazone przy pomocy parametrow tamigcych symetrie: H4d.

Praca H5 stanowi kolejny z cyklu artykuléw nalezacych to linii asymptotyk re-
zonansowych. Rozwazano w niej zjawisko rezonansow wywotanych przez ztamang
symetrie w trojwymiarowym modelu kwantowym z silnie singularnym potencja-
tem typu delta. Potencjal zlokalizowany jest na dwoch roztagcznych krzywych w
R3: okregu Cr := (0, Rcos¢,Rsing), R > 0, ¢ € [0,27] oraz prostej L. :=
{(z1,e(1 —€*)720) : 1 € R,e > 0}; ¢ okredla sin kata jaki tworzy ¥. z prosta
Yo := {{(21,0,0) : z; € R}. Przedmiotem zainteresowania byt hamiltonian H, s
dziatajacy w L*(R®) i odpowiadajacy wyrazeniu:

—A+64(x—Cg) +ds(x— %), acRpeR. (27)

Jako krok pomocniczy rozwazano osobno dwa uktady, w ktérych potencjaty skon-
cetrowane bylty na Cr oraz 3., tj. odpowiadajace hamiltonianom H, ¢, i Hg ..
Gléwne wyniki pracy H5 podsumowaé¢ mozna nastepujaco:

~ Hba Wtasnosci spektralne H, ¢, oraz Hgs,_ . Dla dowolnej liczby catkowitej k
isnieje para ay, , R, taka, ze dla kazdego o < o, oraz R > Ry, operator H, ¢, posiada
2|k| + 1 wartoéci whasnych {e,}*_ ,. W pracy H5 zostato wyprowadzone réwnanie
okreslajace relacje pomiedzy oy oraz Rj. Liczba wartosci wlasnych jest zliczana

19



wraz z krotnoScia, poniewaz €, = €_,. Oznaczmy przez w,(-) odpowiednie wek-
tory wlasne. Dla analizy zjawiska zanurzonych wartosci wlasnych oraz rezonanséow
kluczowy jest fakt, ze dla kazdego n # 0 zachodzi

wp(z) =0, jesli z €.

Ponadto, widmo istotne operatora H, ¢, jest nastepujace [0, 00). °

Z drugiej strony operator Hgy. posiada jedynie widmo istotne: oes(Hsyx.) =

[53’ OO)

* H5b Zanurzone wartosci wilasne. Zalézmy, ze Cg jest potozony w plaszczyznie
prostopadtej to linii prostej ¥ a a < ai i R > Ry sa zdefiniowane jak w wyniku
H5a. Wtedy {en}fl:_k stanowig wartosci wlasne operatora H, jak réwniez H, g o
(poza €y). Ponadto, wszystkie liczby €, > £z okreSlaja zanurzone wartoséci wlasne
hamiltonianu H, g.

x H5c Rezonanse. Zaldzmy, ze o < ap, R > Ry, oraz €, > &g, gdzie |n| < |k,
n # 0; ostatni warunek oznacza, ze €, stanowig zanurzone warto$ci wtasne. Wtedy,
dla kazdego n # 0 takiego, ze €, > &z gdy |n| < |k| rezolwenta operatora H, s,
dopuszcza przedtuzenie analityczne na drugi ptat Riemanna w otoczeniu €, oraz
biegun w punkcie z., = ften + Ve 1, ktory posiada nastepujaca asymptotyke

Pen = €n + (9(52‘7”) , Venm = (’)(52“”) . Ven <0.

Powyzsze wyniki wykazuja zjawisko wartosci wtasnych i rezonansow w przypadku,
gdy delta potencjal jest zlokalizowany na dwoch roztgeznych komponentach, z kto-
rych obie prowadzqg do silnie singularnego oddziatywania. W modelu tym ujawnia
sie nieskonczona liczba zanurzonych wartosci wtasnych, gdy uktad zachowuje syme-
trie. Po zlamaniu symetrii pojawiajq sie rezonanse, ktorych szeroko$c¢ zachowuje sie
jak O(e2™), gdzie ¢ jest parametrem tamania symetrii, natomiast n zlicza wartosci
wtasne. Fakt, ze zaburzenie ma w powyzszym modelu charakter silnie singularny
wywolalto koniecznosé istotnego rozwiniecia nowych technik zwiazanych z konstruk-
cja przedtuzenia analitycznego rezolwenty.

Praca H1 stanowi ostatni z cyklu artykutow nalezacych to linii asymptotyk rezonan-
sowych. Rozwazano w niej tréjwymiarowa warstwe () ograniczona dwoma réwnole-
glymi $cianami, tj. Q := {(z, r3) € R? x [0, 7]}. W uktadzie tym wprowadzany delta
potencjal skoncetrowany na jedwymiarowym prostym odcinku 7, prostopadtym do
Scian, tj. I := {(0,0,23),23 € [0,7|}. Hamiltonian uktadu oznaczymy przez H, ;.
Jego widmo istotne jest stabilne wzgledem zaburzenia na zbiorze zwartym [ i ma
postac:
Oess(Ha1) = [1,00).

Gléwne wyniki pracy H1 podsumowaé¢ mozna nastepujaco:

9Nalezy nadmienié, ze analogiczny problem, choé nieco inna renormalizacja, dykutowany byt w in [8].
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* Hla Dyskretne wartosci wiasne pod progiem widma istotnego oraz zanurzone war-
tosci wiasne. Operator H, ; posiada nieskorniczong liczbe wartosci wlasnych:

€n = Eo + 12, gdzie n € N,

z ktorych skoniczona iloéé - przynajmniej jedna - definiuje izolowane spektrum (po-
nizej progu widma istotnego 1), natomiast pozostale tworza zanurzone wartosci
wlasne.

Podobnie jak w poprzednim modelu, istnienie zanurzonych wartosci wtasnych jest
konsekwencja symetrii w analizowanym uktadzie. Wprowadzenie dodatkowego delta
potencjatu - ,,zaburzacza” do uktadu moze spowodowaé ztamanie symetrii a w kon-
sekwencji przesuniecie sie bieguna rezowenty na drugi ptat Riemanna. Role ,,zabu-
rzacza” w rozwazanym modelu peti delta potencjat z nosnikiem na powierzchni.
Model ten realizuje wiec kombinacje stabo i silnie singularnego potencjahu.

x H1b Rezonanse. Niech ¥ C Q\ I oznacza powierzchnie klasy C? o polu |X|.
Do uktadu wprowadzamy delta oddzialywanie na ¥ scharakteryzowane przez stata
oddzialywania 3. Niech H; s oznacza hamiltonian uktadu z zaburzeniem na I i X.
Zatézmy, ze ¢ > —%2, 6 # k?. Wtedy rezolwenta operatora H; s posiada przedtu-
zenie na drugi ptat Riemanna oraz biegun w punkcie

2(0) = e+ w(|2]),

gdzie Sy (|3]) = O(|Z]?). W artykule H1 wyrazono (|X]) przy pomocy niezabu-
rzonych wektoréw wilasnych.

Powyzsze wyniki opisuja zjawisko zanurzonych wartosci witasnych i rezonanséw w
warstwie kwantowej, w ktorej wspotistniejg potencjatly stabo i silnie singularne. Wy-
niki pokazuja, ze szeroko$¢ rezonansu zachowuje si¢ jak O(|X|?) dla malej ,po-
wierzchni zaburzajacej”.

Asymptotyki spektralne wywolywane deformacjg geometryczng: H2, H6,
H7, HS.

Artykul H2 otwiera ostatnig linie badan w zakresie asymptotyk spektralnych. De-
dykowany on zostal analizie modeli ze stabo singularnymi potencjatami, ktérych
nosnik jest hyperpowierzchnig w R™. Celem pracy jest analiza spektralna uktadéw,
w ktorych hyperpowierzchnie zblizajg sie do siebie.

Rozwazmy gtadks powierzchnie zamknietg ¥y C R?, d > 1. Za pomoca wektora
normalnego n : Yy — R? definiujemy dwie réwnolegte hyperpowierzchnie Y., w
nastepujacy sposob:

Y. ={qgxen(q) : g€ Xo}.

Hamiltonian H. analizowany w pracy H2 odpowiada uogdlnieniu (7), a dokladniej
formalnemu wyrazeniu

H.:=—-A+4 a0z —Xi)+adlx—X_,),
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gdzie ay € C. Hamiltonian H. nie jest wiec, w ogolnosci operatorem samosprzezo-
nym.

W rozwazanym modelu nosnik delta potencjaléw jest zwarty. Dzieki temu mozna
pokazac, ze widmo istotne H. jest stabilne wzgledem uktadu ,,swobodnego”, tzn.

Uess(H€> - [07 OO) , €20,

Analizowana byla asymptotyka spektralna dla ¢ — 0. Wydaje sie¢ naturalne, ze
zerowy czton zaburzenia powinien ujawni¢ wtasnosci operatora Hy odpowiadajgcego:

—A+ (o +a_)é(x —X).

Zachodzi jednak pytanie: jaka jest zaleznos¢ widma dyskretnego od € # 0. Najwaz-
niejsze wyniki otrzymane w pracy H2 scharakteryzowaé¢ mozna nastepujaco:

* H2a Zbieznosé normy rezolwenty. Dla dowolnego z € p(Hy) istnieje €9 > 0 takie,
ze dla kazdego € < gy mamy z € p(H.) oraz zachodzi zbiezno$¢ w sensie normy
rezolwenty:

|(H. = 2)7" = (Hy = 2)7|

O(e), gdy e—0.

L2(RHSL2(RY)

* H2b Asymptotyka spektrum dyskretnego. Niech g oznacza dyskretnag wartosé
wilasna (o krotnosci 1) operatora Hy odpowiadajaca funkcji wlasnej 1y. Istnieje
stala ey > 0 oraz r taka, ze dla kazdego € < ¢y, H. posiada doktadnie jedna wartos¢
wilasna w kuli B,.()\g) o promieniu r i §rodku w Ag. Ponadto zachodzi nastepujaca
asymptotyka:

Ae = Ao+ Ape + O(e?) gdy e—0, (28)

gdzie
ou [ opud+an [Copud— [ fod 42 4 (ar —an) (d - DK 0

I
AO - 2 )
R4 %o

(29)

oraz K, oznacza pierwszg Srednig krzywizne >y natomiast

0% f(z) = li 1EER) = 1@)

e—0t €

Formuta (29) wykazuje, ze w pierwszy rzqd zaburzen swdj wktad majg wartosci
pochodnych normalnych na . Ich pojawienie sie jest naturalne, poniewaz skok po-
chodnej normalnej odpowiedzialny jest za delta potencjat hamiltonianu Hy. Wyrazy
z faktorami a4 sq konsekwencjg singularnego charakteru potencjatu. Nie pozwala
on na zastosowanie standardowych metod analitycznej teorii zaburzen do znalezie-
nia rozwiniecia wartosci wtasnych. Ostatni czton w formule (29) posiadajacy faktor
(d — 1)K, pokazuje, ze gdy hiperpowierzchnie zblizajg sie do siebie juz pierwszy
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czton rachunku zaburzen ,odczuwa” lokalne wlasnosci geometryczne Yo scharakte-
ryzowane przez pierwsza srednia krzywizne.

W pracy H2 wyprowadzono réwniez formute na asymptotyczna postaé wartosci
wtlasnych, gdy \g ma krotno$é¢ wicksza niz 1.

Artykut H6 stanowi kolejng publikacje nalezaca do tematyki: asymptotyki spe-
kralne wywotane szczegdlng deformacja geometryczng. Rozwazana w nim byta klasa
silnie singularnych potencjatow. System niezaburzony zdefiniowany byt przez ha-
miltonian dziatajacy w L?(R?) i posiadajacy potencjat skupiony na krzywej I' C R?
klasy C! (zamknietej lub otwartej) o dtugoéci L < oo. Hamiltonian ten odpowiada
wyrazeniu (14) i oznacza¢ go bedziemy dalej Hr .

Przed sformutowaniem gtéwnego problemu pracy H6 nalezy wspomnie¢ o wstepnym
wyniku:

* H6a Warunki zapewniajace istnienie spektrum dyskretnego. Jesli L > 2me?@—v(1),
wtedy operator H, r posiada przynajmniej jeden stan zwigzany.

Gléwnym celem pracy byta analiza asymptotyki dla modelu, gdy I dopuszcza szcze-
line o dtugosci 2. Aby zagadnienie opisa¢ doktadniej wprowadzmy paramatryzacje
krzywej I' za pomoca diugosci tuku [0, L] 3 s — R3. Niech T, oznacza krzywq za-
wartg w I' posiadajgcq szczeling symetryczng wgledem ['(sg), gdzie so € (0, L), tzn.
I, jest fragmentem I', (jesli I" nie jest zamknieta to I'. sklada sie z dwdch roztacz-
nych komponent) ktéry mozna sparametryzowaé (0, so—e)U(so+¢, L). Odpowiedni
hamiltonian z potencjatem skoncetrowanym na I'. oznaczamy H, r_.

* H6b Asymptotyka spektrum dyskretnego operatora hamiltonianu H, . ze szcze-
ling. Niech A\j, oznacza niezdegenerowang dyskretng wartos¢ wlasng operatora H,, r.
Dla ¢ dostatecznie matego operator H, r, posiada dyskretng wartos¢, ktéra ma na-

stepujaca asymptotyke:
Me) = Ap —w(kr)|o(so)Pelne + o(elne), (30)

gdzie

w(Ar) = 16K </[0,L}2 e_nL’Y(S)_W(S/)|¢(S)¢(8,)d8d5/> e \/_7)\]”

natomiast ¢ oznacza funkcje spetniajaca warunek Birmana-Schwingera (18); mamy
W()\L) > 0.

Wyniki powyzsze pokazuja, ze dopuszczenie szczeliny o diugosci 2 w nosniku sil-
nie singularnego delta potencjatu powoduje zaburzenie spektrum dykretnego, ktorego
poprawka zachowuje sie jak €1lne. Udziatl logarytmicznego cztonu w poprawce jest
konsekwencja faktu, ze funkcje z dziedziny H, r posiadaja logarytmiczng osobliwos¢.
Pierwszy czton zaburzen zostal wyrazony przy pomocy ,,niezaburzonych” funkcji be-
dacych rowiagzaniem réwnania Birmana—Schwingera.
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Formuta (30) pokazuje réwniez, ze mata szczelina T' indukuje ,pchniecie wartosci
wlasnych do gory”, poniewaz w(kr) > 0.

W kolejnej pracy H7 badano dwuwymiarowy uktad kwantowy z delta potencjatem
na I' C R?, gdzie I jest krzywa klasy C? o skoriczonej dtugoéci lub ogdlniej sktada
sie¢ ze skonczonej ilosci roztacznych krzywych ptaskich o skonczonej dtugosci. Zde-
finiujmy R :=inf{r > 0 : T' C B(r)}, gdzie B(r) C R? oznacza kul¢ o promieniu
r. Hamiltonian H, takiego ukladu odpowiada wyrazeniu (7) dla d = 2. Opera-
tor H, r posiada przynajmniej jeden stan zwigzany a liczba stanéw zwigzanych jest
funkcja rosnaca parametru o > 0.

Wymniki zawarte w pracy H7 dotycza oszacowania najnizszej przerwy energetycznej,
czyli By — Ey, gdzie E; < 0, ¢« = 0,1 oznaczaja odpowiednio energie stanu pod-
stawowego i energie pierwszego wzbudzonego stanu. W dalszej analizie bedziemy
uzywac réwniez oznaczen k; := v/—FE;. Gléwny wynik zawarty w pracy H7 stanowi
oszacowanie na granice dolna Fy — Ej.

* H7a Ograniczenie dolne na najnizszq przerwe energetyczng. Zachodzi nastepujaca
nierownosé:

Ey — Ey > kipra(p, ko) exp (=Cop) ,  p = koR, (31)

gdzie pir o jest funkcja wielomianowsa.

Puktem wyjscia do dowodu (31) jest réwnosé, por. Corollary 3.2, HT:

2
voda/ [l (32)

EI—EO_/W'VZ;

Y; oznaczaja odpowiednio wektory wlasne odpowiadajace E; (przy czym mozna po-
kazaé, ze 1y > 0). Praca H7 zawiera szereg pomocniczych oszacowan na ; oraz
V;, ktére zostaly zastosowane do (32). Sa one narzedziami do dowodu ostatecz-
nego twierdzenia a, z drugiej strony, stanowig osobne, interesujace same w sobie,
wyniki ustanawiajace zachowania wektorow wtasnych hamiltonianéw z delta poten-
cjatem. Nieréwnos$¢ (31) zostala otrzymana przez uogdlnienie metody rozwinietej
dla operatoréw Schrodingera z regularnymi potencjatami, por. [42, 45, 46]. Na przy-
ktad, gdy hamiltonian uktadu w przestrzeni L?(R) ma posta¢ —A + V', gdzie V jest
funkcja gtadka o nosniku na odcinku [a, b] wtedy

E,—E, 1> Nexp ™ peN,

gdzie
A= max |E—V(x)]"*.
Ee(En,En_1),z€(a,b)
Wynik (31) wydaje sie by¢ szczegdlnie interesujacy w sytuacji, gdy uklad sklada
sie z dwoch doktadnie takich samych krzywych o ustalonych dtugosciach oraz, gdy
R — oo. Uklad ma wtedy tendencje do separacji na dwa blizniacze uktady z
pojedyncza krzywa. Sugeruje to, ze przerwa energetyczna E; — Ey dazy do 0 w
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asymptotyce R — oo. Z drugiej strony, formula (31) pokazuje, ze przerwa ta,
jest jednak ograniczona z dotu przez funkcje wyktadniczq, ktorej zachowanie jest
konsekwencjg asymptotycznie wyktadniczego zaniku odpowiednich funkcji wiasnych
1 ich gradientow.

W ostatniej z omawianych prac H8 podjeto zagadnienie rozproszen na potencjatach
typu delta. Rozwazano dwuwymiarowy uktad kwantowy z oddziatywaniem zloka-
lizowanym na krzywej I' C R?, ktéra zdefiniowana jest jako lokalnie zdeformowana
prosta Y. Dokladniej, istnieje zbiér zwarty M C R? taki, ze [\ M C ¥ oraz TN M
sktada sie ze skonczonej ilosci roztacznych krzywych o skonczonych diugosciach.
Hamiltonian ukltadu oznaczamy standardowo H,rp. Fakt, ze I' jest nieskonczona
krzywa, ktora asymptotycznie zbiega z prosta ma konsekwecje dla spektrum istot-
nego, ktére przyjmuje postac:

2
Uess<Ha,F> = [_Oé 7OO> .

W pracy H8 rozwazano problem rozproszen dla ujemnej czedci spektrum, czyli
2

[—<,0); analizowano wigc niskoenergetyczng asymptotyke spektrum. Aby scha-

rakteryzowaé gtéwne wyniki pracy wprowadzmy oznaczenia: R,r(2), Rax(2) na

rezolwenty operatoréw, odpowiednio H,r i H,yx. Najwazniejsze wyniki zawarte w

HS8 scharakteryzowa¢ mozna nastepujaco:

» H8a Istnienie i zupetnosé operatorow falowych. R, r(2) — Ry (%) jest operatorem
klasy sladowej, co na podstawie twierdzenia Kurody—Birmana, implikuje, ze dla pary
operatorow (H,r, H,x) operatory falowe istnieja i sa zupehne.

* H8b Uogdlnione funkcje wlasne i rekonstrukcja S— macierzy. Uogdlnione funkcje
wlasne H, r majg postac¢
N T (\)etka N1 g=alea]/2 dla z; — —o0
UALT) R\ ko ms galeal/2 L R()e herie a2 dla gy = foo,

gdzie ko ()) == (A+a?/4)"/? natomiast T, R sa wspétezynnikami przejécia i odbicia,
ktore zostaly w pracy H8 wyprowadzone.

W niskoenergetycznej asymptotyce spektrum w rozwazanym uktadzie rozprasza-
nie ma wiec charakter jednowymiarowy. Wspétezynniki 7 i R sa zdeterminowane
przez odpowiednie ,zanurzenia” uogélnionych wektoréw wiasnych etfa(Nz1g=alz2|/2
do L*(T"). Ze wzgledu, na singularny charakter potencjatu zastosowanie znanych,
ogblnych twierdzen z zakresu teorii rozproszen, jak na przyktad twierdzenia Kurody—
Birmana wymagato wypracowania osobnych wynikow. Szczegdlnie cenng strona po-
wyzszej pracy jest fakt, ze rozwinieto w niej metody analizy zagadnienia rozproszen
na potencjatach singularnych o nosniku niezwartym. Nalezy podkresli¢, ze literatura
w tym obszarze nie jest bogata i dotyczy delta potencjatéw skupionych na zbiorach
zwartych, por. [3, 11].
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4c4. Uwagi koncowe.

Badania prowadzone w pracach H1-H11 dotyczyty wlasnosci spektralnych hamilto-
nianéw z potencjatami zlokalizowanymi na nizej wymiarowych zbiorach. Ich celem
byta analiza asymptotyk spektralnych dla wybranej klasy modeli prowadzaca do
odstoniecia relacji pomiedzy wtasnosciami spektralnymi uktadu a jego geometria.
Podejmowane cele dotyczyty miedzy innymi nastepujacych probleméw:

e Stabilnos¢ widma istotnego.

Charakteryzacja widma dyskretnego za pomoca wlasnosci geometrycznych uktadu.

Analiza zjawiska rezonanséw w kontekscie geometrii uktadu.

e Opis zjawiska rozproszen.

Szerszy kontekst badan: nie tylko delta potencjaty. Wyniki opisanych powyzej badan
sformutowane zostaly w jezyku delta potencjatéw. Jednak podkresli¢ nalezy ich szer-
szy kontekst, ktory wynika mozliwosci przyblizenia delty Diraca przez potencjaty
regularne. Rozwazmy klase modeli, ktéra dyskutowana byta w pracy H11. Niech
I' C R? oznacza powierzchnie zdefiniowang w opisie wynikéw H11 a Q4 ,warstwowe
sasiedztwo” T', gdzie 2d > 0 jest gruboscia warstwy €);; parametr u € (—d,d) jest
zwigzany z krzywoliniowym uktadem wspotrzednych w €2, i odpowiada wspotrzednej
normalnej. Za pomoca funkcji W € L*°(—1,1) zdefiniujmy rodzine potencjatéw:

€T =
I LW i oz ey

Rozwazmy jednoparametrows rodzine operatoréw z regularnymi potencjatami:
Hy:=—-A+V;: D(A) — L*(RY).

W pracy H11, por.[19], pokazano twierdzenie: dla d — 0 zachodzi nastepujaca
zbieznosé

1
Hqy— H,p, gdzie o :/ W (t)dt
-1

w sensie normy rezolwenty. Analogiczna zbiezno$¢ dla ogdlniejszej klasy potencjatow
pokazana zostala w [9]. Twierdzenie to w potaczeniu z dyskutowanymi powyzej wy-
nikami dla H, r niesie konsekwencje dla spektrum hamiltonianéw H, z regularnymi
potencjatami, por. [61]. Na przyklad, jesli A\ € o(H,r) to istnieje A\(d) € o(Hy)
takie, ze A(d) — X dla d — 0' oraz jesli A € o(Hy) dla kazdego d dostatecznie ma-
lego to A € o(H,r). Dlatego tez wyniki otrzymane w omawianych badaniach maja
odpowiednie implikacje spektralne dla hamiltonianéw z regularnymi potencjatami.

Szerszy kontekst badan: zaburzenia przez miary klasy Kato. Innym przyktadem o
znacznie szerszym kontekscie niz delta potencjalty jest praca H3, w ktorej zaburze-
nie zdefiniowane przez miar¢ Radona nalezaca do uogdlnionej klasy Kato. Delta

107 bieznoéé ta jest konsekwencjg zbieznoéci rezolwenty w silnym sensie.
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potencjaly tworza szczegdlng podgrupe, ktora spetnia warunek klasy Kato. W rze-
czywistosci jednak wynik otrzymano dla bardzo ogélnej klasy potencjatow, w ktorej
mieszcza sie takze potencjaty regularne oraz dopuszczajace rézne typy osobliwosci.

Szerszy kontekst badan: operatory niesamosprzezone. Kolejnym przyktadem otwie-
rajacym szersze ujecie opisywanych badan jest praca H2. Autorzy motywowani
rosngcym zainteresowaniem operatorami niesamosprzezonymi w ostatnich latach,
por. [55], rozwazali hamiltoniany z potencjalami zespolonymi, a w konsekwencji
defniujacymi operatory niesamosprzezone. Operatory takie sa w mechanice kwan-
towej zwigzane z tzw. ukltadami otwartymi.

. Oméwienie pozostatych osiagnie¢ naukowo-badawczych.

ba. Omoéwienie wybranych osiagnie¢ naukowo-badawczych przed i po doktoracie.

Dotychczasowe moje badania koncetrowalty sie gtownie wokot zagadnien hamilto-
nianéw z krotkozasiggowymi potencjatami.

Oprocz opisanej wezesniej asymptotyki spektralnej otrzymane wyniki dotycza wptywu
pola magnetycznego na spektrum singularnie zaburzonych hamiltonianéw, analizy
dynamiki, operatoréw utamkowych, a takze, co wychodzi poza obszar potencjaléw
krétkozasiegowych, falowodéw kwantowych.

Badania prowadzone przed doktoratem dotyczyty modeli kwantowych z delta po-
tencjatami zdefiniowanymi przez dynamike. Hamiltonian takiego uktadu opisany
przez wyrazenie

H=—-A+As(x—T), (33)

gdzie A jest operatorem dziatajacym w L?(T"). Prace dotyczyty badan nad znalezie-
niem poprawnej matematycznie definicji operatora samosprzezonego odpowiadaja-
cego (33) oraz wypracowaniu metod analizy spektralnej. Opieraly sie na teorii roz-
szerzen samosprzezonych operatoréw symetrycznych przy zastosowaniu tzw. skali
przestrzeni Hilberta, prowadzac znalezienia odpowiedniego operatora stanowiacego
samosprzezong realizacje wyrazenia (33).

Dla szczegoélnej klasy modeli uzyskano doktadniejsze wyniki spektralne dotyczace
zaleznodci spektrum dyskretnego od operatoréw zaburzajacych A : L?(T) — L*(T).

Okres po doktoracie otworzytam rocznym stazem podoktorskim w Czech Academy
of Science, w ktérym rozpoczetam dtugoletnia, trwajaca do dzisiaj, wspotprace z
prof. Exnerem. Jako pierwsza powstata publikacja [24], ktéra stanowi o pojawieniu
stanow zwigzanych pod wplywem deformacji w uktadach z silnie singularnymi delta
potencjatami. Wynik ten, cho¢ nie byl bezposrednio zwigzany z badaniem asymp-
totyki spektralnej, to jednak otworzyt szereg pytan dotyczacych tego zagadnienia.
Jego konsekwencja byt cykl najwcze$niejszych prac H6 i H8-H11 wchodzacych w
sktad opisywanego osiggniecia naukowego, napisanych we wspotpracy z prof. Exne-
rem. W miedzyczasie otworzytam wspotprace z prof. I. Veseli¢’em, ktéra czesciowo
dotyczyta zagadnien operatoréw Schrodingera z delta potencjatami. W jej efekcie
powstata miedzy innymi publikacja H7.
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W latach 2007-2012 moja aktywno$¢ naukowa spadta z powodoéw poza zawodowych.
Poswigcitam wtedy wiecej czasu na zajecia dydaktyczne, w tym zajecia populary-
zujace nauke wsrod uczniow szkét podstawowych. Zajetam si¢ réwniez wdrazaniem
i realizacja programu Erasmus na Wydziale Fizyki i Astronomii Uniwersytetu Zie-
lonogorskiego. FEfektem tego jest silna i stabilna wspolpraca migdzynarodowa w
ramach programéw Erasmus+ KA103 i KA107 z takimi krajami jak na przyktad:
Grecja, Hiszpania, Wietnam, Gruzja, Ukraina.

W roku 2013 otworzytam wspétprace z prof. D. Krejcirikiem oraz dr V. Lotoreichi-
kiem. Jej efektem sa publikacje wlaczone w opisywane tu osiagniecie naukowe H2-
H4 oraz [28].

Wybrane zagadnienia badawcze.

Badanie wplywu pola magnetycznego w wybranych modelach z potencjatami singu-
larnymi. W jednej z ostatnich prac [25] zbadany byt wplyw pola magnetycznego
na spektrum hamiltonianu, ktérego potencjat skupiony jest na koncetrycznych, pe-
riodycznych okregach. Pole magnetyczne miato charakter strumienia Aharonowa—
Bohma zlokalizowanego w centrum uktadu. Wykazane zostato, ze ponizej pewnej
krytycznej wartosci strumienia magnetycznego, spektrum hamiltonianu akumuluje
sie w progu widma istotnego, natomiast powyzej krytycznej wartosci pola magne-
tycznego spektrum dyskretne sktada sie z co najwyzej skonczonej ilosci punktow.
7 kolei dla dostatecznie silnego pola magnetycznego widmo dyskretne catkowicie
zanika, por. [25]. Wynik ten otwiera szereg nowych, intrygujacych probleméw. Jed-
nym z wazniejszych jest pytanie: czy powyzej krytycznej wartosci pola magnetycz-
nego widmo dyskretne jest niepuste. O dalszych problemach otwartych wspominam
w czesci Se.

Badanie ewolucji uktadu, dynamika Zeno. Uklady z delta potencjatami byty réw-
niez badane pod katem dynamiki. W pracy [20], wspélnej z prof. Exnerem i Ichinose
porownywane byty ewolucje dwoéch uktadéw. Pierwszy z nich reprezentowal ,dy-
namike stabilng”, izolowang od oddziatywania z otoczeniem. Drugi natomiast, do-
puszczat oddzialywanie z otoczeniem i jednoczesnie poddawany byt monitoringowi
typu Zeno. Poréwnanie obu dynamik wykazato, ze nie r6znig sie one od siebie istot-
nie w czasach malych w skali czasu zycia (lifetime) czastki w ukladzie z dynamika
stabilnag.

Operatory utamkowe. Osobny nurt stanowig badania, w ktérych analizowane
byty utamkowe operatory Schrodingera z potencjatami zdefiniowanymi za pomocs
miar, w szczegdlnosci delta potencjatéw. W pracy [51] wykazano, ze odpowiedni
operator utamkowy z delta potencjalem jest samosprzezony oraz przeprowadzono
analize asymptotyk spektralnych dla szczegdlnej klasy potencjatow singularnych.
Zadanie to wymagalto rozwinigcia nowych technik, ktére mozna byto zaadoptowac
na grunt operatoréow utamkowych.

Delta potencjal o zmiennym charakterze. Na osobng uwage zastuguja takze wy-
niki prac [49] i [47]. W pierwszej z nich rozwazano dwuwymiarowy uktad kwan-
towy z zaburzeniem singularnym na krzywej I" i scharakteryzowany przez potencjat
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Morse’a. Pokazano miedzy innymi, ze deformacja I' powoduje przesuniecie energii
stanu podstawowego w , kierunku ujemnym”. Osobne wyniki otrzymano dla oszaco-
wania liczby stanéw zwiazanych. Z kolei w pracy [47] rozwazano delta potencjal o
zmiennym charakterze na nieskonczonej krzywej. Uzyskano asymptotyczne formuty
na wartosci wtasne.

Falowody. Oprécz modeli z delta potencjatami badania moje obejmowaty takze
analize falowodéw. W pracy wspélnej z prof Veselié¢’em, por. [52], rozwazane byly
falowody z mieszanymi warunkami brzegowymi. Badania dotyczyty oszacowania
przerw energetycznych miedzy najnizszymi wartosciami wlasnymi.

Inne asymptotyki spektralne. Takze w innych pracach, nie nalezacych do cyklu
H1-H11, rozwazane byly réznego rodzaju asymptotyki spektralne hamiltonianow z
potencjatami singularnymi; wymienié¢ tu mozna na przyktad [26, 27, 28, 50]. Wyniki
zawarte w publikacjach [27, 28, 50] maja takze swe konsekwencje dla okreslonej
klasy potencjatéw regularnych wobec dyskutowanego wczesniej przyblizenia delty
przez potencjaty regularne i odpowiedniej zbieznosci w sensie normy rezolwenty.

5b. Plany na przysztosc.

Plany badawcze na przysztos¢ obejmuja miedzy innymi analize z zakresu geometrii
spektralnej dla reqularnych potencjatow. Na przyktad model, w ktérym potencjat
jest zlokalizowany na nieskonczonym pasku o dowolnej szerokosci, o ktorym zakta-
damy, ze jest lokalnie wygiety, jest wciaz problemem otwartym. Przeprowadzenie
analizy widma dyskretnego (twierdzenie o istnieniu stanéw zwiazanych) i rezonan-
sOw oraz zagadnienia rozproszen wymaga prawdopodobnie rozwiniecia nowych me-
tod.

Powyzszy model jest jednym z przyktadéw z listy interesujacych probleméw otwar-
tych w kontekscie geometrii spektralnej dla uktadéw z regularnymi potencjatami.
7 drugiej strony niezwykle interesujace wydaje sie uogélnienie wynikoéw otrzymanych
w [25] dla regularnych potencjatéw, por. ba Badanie wplywu pola magnetycznego w
wybranych modelach z potencjatamsi singularnymi. W tego typu modelach znany jest
fakt, ze w dwuwymiarowym uktadzie bez obecnosci pola magnetycznego prog widma
istotnego jest jednoczesnie punktem, w ktérym akumuluje sie spektrum dyskretne,
por. [64]. Pytanie, czy w obecnosci pola magnetycznego istnieje stata krytyczna,
po ktérej osiggnieciu dochodzi do przejscia spektralnego w wyniku, ktérego widmo
dyskretne z akumulujacego catkowicie znika, pozostaje otwarte.

. Dane biometryczne.

6a. Sumaryczny impact factor wedtug listy Journal Citation Reports (JCR),
zgodnie z rokiem opublikowania.

Dla artykutow opublikowanych w latach 2017-18 wartosé Impact Factor zostat przy-
jety zgodnie z danymi z roku 2016.
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o [F = 27. 585

6b. Liczba publikacji, cytowan i wspotautorow.

e Calkowita liczba publikacji: 29 (recenzowanych 28, samodzielnych 7)

e Liczba publikacji po doktoracie: 27 (recenzowanych 26, samodzielnych 6)

Baza WoS nie posiada czterech publikacji. Pelny wykaz publikacji wymienio-
nych w zatgezniku 4 znajduje sie w:

— http://publikacje.uz.zgora.pl:7777/skep /show.publications _author?wp_ jezyk
=18wp__pracownik _id=1020388

— bazie Google Scholar.

e Liczba wspoétautoréw: 10

e Liczba cytowan wg bazy WoS: 173 (cytowania bez autocytowan 117)

6¢. Indeks Hirscha.

e Indeks Hirscha wg bazy WoS: 8

Indeksy Hirscha wg bazy Scopus i Google Schoolar wynoszg rowniez 8.
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